
Ejercicios de Análisis Matemático

Continuidad y límite funcional

1. a) Da un ejemplo de una función continua cuya imagen no sea un intervalo.

b) Da un ejemplo de una función definida en un intervalo cuya imagen sea un intervalo y que no
sea continua.

c) Da un ejemplo de una función continua en todoR, no constante y cuya imagen sea un conjunto
(obligatoriamente un intervalo) acotado.

d) Da un ejemplo de una función continua enŒ0; 1Œ tal quef .Œ0; 1Œ/ no sea acotado.

e) Da un ejemplo de una función continua definida en un intervalo abierto acotado y cuya imagen
sea un intervalo cerrado y acotado.

2. Prueba que sif W A ! R es continua ena entonces también lo esjf j. Da un ejemplo de función
discontinua cuyo valor absoluto es continua.

3. Representamos porE.x/ la parte entera dex. Haz un esquema de las gráficas de las siguientes
funciones y estudia su continuidad.

a) f .x/ D x � E.x/

b) f .x/ D E.1=x/

4. Estudia la continuidad de la funciónf W R ! R dada porf .x/ D E.x2/.

5. Estudia la continuidad de la funciónf WR ! R, definida porf .x/DxE.1=x/ si x¤0, f .0/D1.

6. Estudia la continuidad de la funciónf W R ! R dada por f .x/ D x sen.1=x/ si x ¤ 0 y
f .0/ D 0.

7. Estudia la continuidad de la funciónf W Œ0; 4� ! R dada porf .1/ D 1=4 y:

f .x/ D

8

ˆ

<

ˆ

:

jx � 1j
.x2 � 1/E.1 C x/

si x 2 Œ0; 1Œ[�1; 2�

E.x/ � 7=4 si x 2�2; 4�

8. Estudia la continuidad de la funciónf W Œ0; 1� ! R dada por:

f .x/ D
�

0 si x D 0 o x es irracional
1=q si x D p=q (fracción irreducible)

9. Seaf W Œa; b� ! R continua. Supongamos quea 6 f .x/ 6 b para todox en Œa; b�. Prueba que
hay algún puntoc 2 Œa; b� tal quef .c/ D c.

10. Seaa > 1. Prueba que la ecuaciónx C e�x Da tiene al menos una solución positiva y otra
negativa.

11. Prueba que la ecuaciónx Cex C arc tgx D0 tiene una sola raíz real. Da un intervalo de longitud
uno en el que se encuentre dicha raíz.

12. Prueba que hay un número realx > 0 tal que logx C p
x D 0.

13. Suponiendo que la temperatura varía de forma continua, prueba que siempre hay dos puntos
antípodas en el ecuador terrestre que están a la misma temperatura.

14. Seaf W Œa; b� ! R continua conf .a/ D f .b/. Dadon2N, n > 2, prueba que hay algún punto
c 2 Œa; b � .b � a/=n� tal quef .c/ D f .c C .b � a/=n/.
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15. Un corredor recorre6 kilómetros en30 minutos. Demuestra que en algún momento de su carrera
recorre1 kilómetro en exactamente5 minutos.

16. Un reloj averiado marca inicialmente un tiempot 0. El reloj puede adelantar o atrasar, pero cuenta
con exactitud períodos de12 horas, es decir, pasadas12 horas el reloj marca un tiempot 0 C 12

horas. Demuestra que en algún momento dicho reloj mide con exactitud una hora.

17. Un automovilista sale de Granada hacia Madrid un sábado alas 8h de la mañana y el domingo
inicia el regreso a la misma hora. Sabiendo que invirtió igual tiempo en ambos viajes, pruébese
que en algún momento del domingo el automovilista se encuentra a igual distancia de Granada
que a la que se encontraba el sábado en ese mismo momento.

18. Seanf; g funciones continuas que no se anulan en un intervaloI , verificando que.f .x//2 D
.g.x//2 para todox 2I . Prueba que o bienf .x/ D g.x/ para todox 2I , o bienf .x/ D �g.x/

para todox 2 I . ¿Cuántas funciones hay' W R ! R continuas y verificando que.'.x//2 D x2

para todox 2R?.

19. Seaf W R ! R continua y decreciente. Prueba que hay un únicoa2R tal quef .a/ D a.

20. SeaE un conjunto no vacío de números reales acotado.

a) Describe el conjunto de todos los mayorantes deE.

b) Describe el conjunto de todos los minorantes deE.

21. a) Prueba que sup.E/2E si, y sólo si,E tiene máximo, en tal caso mKax.E/ D sup.E/.

b) Prueba queKınf.E/2E si, y sólo si,E tiene mínimo, en tal caso mKın.E/ D Kınf.E/.

22. SeanA; B conjuntos no vacíos de números reales. Supongamos quea 6 b para todoa 2 A y
para todob 2B. Prueba que supA 6 Kınf B.

23. SeanA, B, conjuntos no vacíos y acotados de números reales. Justificalas siguientes afirmacio-
nes:

a) SiA � B entonces sup.A/ 6 sup.B/ e Kınf.A/ > Kınf.B/.

b) sup.A [ B/ D mKaxfsup.A/; sup.B/g.

24. SeanA, B, conjuntos no vacíos y acotados de números reales. Definamos

A � B D fa � b W a2A; b 2BgI AB D fab W a2A; b 2Bg

Prueba que sup.A � B/ D supA � Kınf B y, supuesto queA � RC y B � RC, prueba que
sup.AB/ D supA supB.

25. Usando solamente la definición de intervalo, y las propiedades del supremo e ínfimo, describe
todos los posibles tipos de intervalo.

26. SeaA un conjunto no vacío de números reales. Para cadax 2R definamos la “distancia dex a
A” por dist.x; A/ D Kınffjx � aj W a2Ag. Prueba que para todosx; y 2R se verifica que:

j dist.x; A/ � dist.y; A/j 6 jx � yj

Deduce que la aplicaciónx 7! dist.x; A/ es continua.

27. Seaf W R ! R continua, mayorada y tal que para todosa; b 2 R con a < b, se verifica que
supf .�a; bŒ/ D supf .R/. Prueba quef es constante.

28. Seaf W Œa; b� ! R una función continua tal quef .a/ < 0, f .b/ < 0 y f .c/ > 0 para algún
c 2�a; bŒ. Prueba que hay dos númerosu, v verificando quea < u < v < b, f .u/ D f .v/ D 0 y
f .x/ > 0 para todox 2�u; vŒ.

Dpto. de Análisis Matemático Universidad de Granada



Ejercicios de Análisis Matemático 3

29. Seaf W Œa; b� ! R creciente. Supongamos quea 6 f .x/ 6 b para todox en Œa; b�. Prueba que
hay algún puntoc 2 Œa; b� tal quef .c/ D c.

Sugerencia. Considera el supremo del conjuntofx 2 Œa; b� W x 6 f .x/g. Fíjate que no suponemos
quef sea continua.

30. Justifica que, dadox 2R, la ecuación logt C t5 Dx tiene una única solución, que representamos
por'.x/. Justifica que la funciónx 7! '.x/, .x 2R/, así definida es continua.

31. Prueba que la funciónf W� � 1; 1Œ! R definida porf .x/ D ln

 
r

1 C x

1 � x

!

es biyectiva. Calcula

f �1 y comprueba que es una función continua.

32. Seaf W Œ0; 1� ! R continua verificando quejf .s/ � f .t/j > js � t j para todoss; t 2 Œ0; 1�, y
f .f0; 1g/ D f0; 1g. Prueba que o bien esf .x/ D x para todox 2 Œ0; 1�, o bien esf .x/ D 1 � x

para todox 2 Œ0; 1�.

33. Sean
A D fx 2Q W x 6 0 o x2 < 2g; B D fx 2Q W x > 0 y x2

> 2g:
Prueba queA ¤ Ø, B ¤ Ø, Q D A [ B y a < b para todosa2A; b 2B. Además:

a) Para cadar 2A hay algúns 2A tal quer < s.

b) Para cadau2B hay algúnt 2B tal quet < u.

c) No hay ningúnz 2Q con la propiedad de que todo número racional menor quez esté enA y
todo número racional mayor quez esté enB.

34. Sean
A D fx 2R W x 6 0 o x2 < 2g; B D fx 2R W x > 0 y x2

> 2g:
Prueba queA ¤ Ø, B ¤ Ø, R D A [ B y a < b para todosa2A y b 2B. Seaz 2R el extremo
superior deA. Prueba quez2 D 2, AD� � 1; zŒ, B D Œz; C1Œ.

35. Seaf W Œa; b� ! R continua. Supongamos que para cadax 2 Œa; b� hay algúny 2 Œa; b� tal que
jf .y/j 6

2

10
jf .x/j. Prueba quef se anula en algún punto deŒa; b�.

36. Seaf W Œa; b� ! R continua. Prueba que la funcióng W Œa; b� ! R dada para todox 2 Œa; b� por
g.x/ D mKaxf .Œa; x�/, es continua.

37. Seaf W Œa; b� ! R continua, pongamosM D mKaxf .Œa; b�/, m D mKınf .Œa; b�/ y supongamos
quef .a/ Df .b/ y quem < f .a/ < M . Prueba quef toma todo valor deŒf .a/; M Œ[�m; f .a/�

en al menos dos puntos deŒa; b�.

38. Seaa2R [ fC1; �1g. Prueba que

lKım
x!a

jf .x/j D C1 ” lKım
x!a

1

jf .x/j D 0 (1)

Particulariza este resultado para los casos en quef solamente toma valores positivos o negativos.

39. SeaL2R [ fC1; �1g. Prueba que

lKım
x!0

x > 0

f .x/ D L ” lKım
x!C1

f .1=x/ D L (2)

lKım
x!0

x < 0

f .x/ D L ” lKım
x!�1

f .1=x/ D L (3)
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40. Seaf W�0; 1Œ! R la función dada parax 2�0; 1Œ por:

f .x/ D 2

x
C 1

x.x � 1/
:

Prueba que lKım
x!0

f .x/ D C1 y que lKım
x!1

f .x/ D �1: Deduce que la imagen def es todoR:

41. Calcula la imagen de la funciónf W� � 1; 1Œ! R, definida por

f .x/ D x .1 � x2/�1=2; 8x 2� � 1; 1Œ:

42. Seaf W R ! R la función definida porf .x/ D e�
1

x2 ; 8x 2 R�; f .0/ D 0: Justifica quef
es continua enR, estrictamente decreciente enR� y estrictamente creciente enRC: Calcula la
imagen def .

43. Seanf; g W R ! R las funciones definidas por

f .x/ D

8

<

:

1

1C e1=x
; si x ¤ 0

0 ; si x D 0
g.x/ D

8

<

:

ex

x
; si x < 0

x ; si 0 6 x < 1
5
p

x ; si x > 1

Estudia la continuidad def y g en todo punto deR y la existencia de límites def y g enC1
y en�1.

44. Seaf W R ! R la función definida porf .0/ D 0 y f .x/ D sen.x/ sen.1=x/, para todox ¤ 0.
Estudia la continuidad def y la existencia de límites enC1 y en�1:

45. Seaf W Œ0; 1Œ! R una función continua. Definamosg.x/ D f .x � E.x// para todox 2 R.
Prueba que la funcióng, así definida, es continua si, y sólo si, lKım

x!1

f .x/ D f .0/. Supuesto que

esta condición se cumple, y quef no es constante, definamosh W R ! R por h.x/ D g.1=x/

si x ¤ 0, y h.0/ D f .0/. Justifica queh es continua y acotada enR�. Calcula la imagen porh de
un intervalo de la forma�0; r Œ donde0 < r < 1. Deduce queh no tiene límite por la izquierda ni
por la derecha en0 y que la imagen porh de todo intervalo es también un intervalo.

46. Seą 2R y f W RC
o ! R la función definida porf .0/ D 0 y:

f .x/ D x˛ sen
1

x
; .x > 0/:

Estudia la continuidad def según los valores dę.

47. Supongamos quea < 0 < b. Estudia el comportamiento en cero de las funcionesf; g W R� ! R

dadas para todox ¤ 0 por :

f .x/ D arc tg
b

x
� arc tg

a

x
; g.x/ D xf .x/:

48. Determina la imagen de la funciónf W R� ! R dada para todox ¤ 0 porf .x/ D arc tg.log jxj/:

49. Seaf W R n f1g ! R la función dada para todox ¤ 1 por

f .x/ D arc tg
1 C x

1 � x
:

Estudia la continuidad def y su comportamiento en el punto1, enC1 y en �1. Calcula la
imagen def .

50. La ecuaciónax2 C 2x � 1 D 0 dondea > �1, a ¤ 0 tiene dos soluciones que representaremos
por �.a/ y por �.a/. Calcula los límites de dichas funciones ena D 0 y ena D �1.

51. Estudia los límites enC∞ y en�∞ de:

a) Una función polinómica.

b) Una función racional.
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