Ejercicios de Analisis Matematico
Continuidad y limite funcional

1. a) Da un ejemplo de una funcioén continua cuya imagen nors@#ervalo.

b) Da un ejemplo de una funcién definida en un intervalo cuyajien sea un intervalo y que no
sea continua.

¢) Daun ejemplo de unafuncién continua en t&jmo constante y cuya imagen sea un conjunto
(obligatoriamente un intervalo) acotado.

d) Da un ejemplo de una funcién continualeni| tal que f'([0, 1[) no sea acotado.

e) Daun ejemplo de unafuncion continua definida en un inkealzierto acotado y cuya imagen
sea un intervalo cerrado y acotado.

2. Pruebaquesf : 4 — R es continua en entonces también lo ¢¢'|. Da un ejemplo de funcién
discontinua cuyo valor absoluto es continua.

3. Representamos pdi(x) la parte entera de. Haz un esquema de las graficas de las siguientes
funciones y estudia su continuidad.

a) f(x)=x— E(x)
b) f(x)=E(1/x)
4. Estudia la continuidad de la funciofi: R — R dada por f(x) = E(x2).
5. Estudiala continuidad de la funcighR — R, definida por f(x)=xE(1/x) six#0, f(0)=1.

6. Estudia la continuidad de la funciofi: R — R dada por f(x) = xsen(l/x) six #0y
/(0)=0.

7. Estudia la continuidad de la funciéfi: [0,4] — R dada porf(1) =1/4y:

|x —1] _
f(x)=1{ (2=DE( +x) six €0, 1[U]1, 2]
E(x)—-17/4 six €]2,4]

8. Estudia la continuidad de la funciofi: [0, 1] — R dada por:

F) = {

0 si x =0 o0 x esirracional
1/q six= p/q (fracciénirreducible)

9. Seaf :[a,b] — R continua. Supongamos que< f(x) < b para todax en[a, b]. Prueba que
hay algun punte €[a, b] tal que f(c¢) = c.

10. Seaz > 1. Prueba que la ecuacian + € * =qa tiene al menos una solucién positiva y otra
negativa.

11. Prueba que la ecuacidm-e* + arctgx =0 tiene una sola raiz real. Da un intervalo de longitud
uno en el que se encuentre dicha raiz.

12. Prueba que hay un nimero reak 0 tal que logx + /x = 0.

13. Suponiendo que la temperatura varia de forma continuabp que siempre hay dos puntos
antipodas en el ecuador terrestre que estan a la misma tomper

14. Seaf :[a,b] — R continua conf(a) = f(b). Dadorn e N, n = 2, prueba que hay algun punto
c€la,b—(b—a)/n]talque f(c) = f(c + (b —a)/n).
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15. Un corredor recorrekilémetros er80 minutos. Demuestra que en algin momento de su carrera
recorrel kildmetro en exactamenfeminutos.

16. Unrelojaveriado marca inicialmente un tiempoEl reloj puede adelantar o atrasar, pero cuenta
con exactitud periodos de horas, es decir, pasadeshoras el reloj marca un tiempg + 12
horas. Demuestra que en algiin momento dicho reloj mide cactitad una hora.

17. Un automovilista sale de Granada hacia Madrid un sabdao&h de la mafiana y el domingo
inicia el regreso a la misma hora. Sabiendo que invirtidlijaepo en ambos viajes, pruébese
que en algin momento del domingo el automovilista se enuiarigual distancia de Granada
gue a la que se encontraba el sdbado en ese mismo momento.

18. Seanf, g funciones continuas que no se anulan en un interVakerificando que f(x))? =
(g(x))? para todax € I. Prueba que o bieri(x) = g(x) para todax € I, 0 bien f(x) = —g(x)
para todax € /. ¢ Cuantas funciones hay: R — R continuas y verificando qug(x))? = x?
paratodax e R?.

19. Seaf :R — R continuay decreciente. Prueba que hay un Gnie® tal que f(a) = a.
20. SeaE un conjunto no vacio de numeros reales acotado.

a) Describe el conjunto de todos los mayorante&de
b) Describe el conjunto de todos los minorantesde

21. a) Prueba que sup) € E si, y s6lo si,E tiene maximo, en tal casoar(E) = sup E).
b) Prueba quéf(E) € E si, y sélo si,E tiene minimo, en tal casoim E) = inf(E).

22. Sean4, B conjuntos no vacios de nimeros reales. Supongamog gué para todaz € Ay
para todd € B. Prueba que sup < inf B.

23. Seard, B, conjuntos no vacios y acotados de nimeros reales. JulBis@guientes afirmacio-
nes:

a) SiA C B entonces sup) < supB) einf(A) = inf(B).
b) sug4 U B) = max{sup(4), sup B)}.

24. Seamd, B, conjuntos no vacios y acotados de nimeros reales. Definamos
A—B={a—b:acA, beB}; AB={ab:acA, be B}

Prueba que supl — B) = supA4 — inf B vy, supuesto qued ¢ Rty B ¢ R*, prueba que
Sup(AB) = supA supB.

25. Usando solamente la definicion de intervalo, y las pdgales del supremo e infimo, describe
todos los posibles tipos de intervalo.

26. Sead un conjunto no vacio de nimeros reales. Para cadR definamos la “distancia de a
A" por dist(x, A) = inf{|x —a| : a € A}. Prueba que para todos y €R se verifica que:

| dist(x, 4) —dist(y, A)| < |x — y|
Deduce que la aplicacién — dist(x, A) es continua.

27. Seaf :R — R continua, mayorada y tal que para todas € R cona < b, se verifica que
supf(Ja, b[) = supf(R). Prueba quef es constante.

28. Seaf :[a,b] — R una funcién continua tal qué¢(a) < 0, f(b) < 0y f(c) > 0 para algin
¢ €]a, b[. Prueba que hay dos numergs verificandoquer < u <v < b, f(u) = f(v) =0y
f(x) > 0 para todox €]u, v|.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Seaf :[a,b] — R creciente. Supongamos ques f(x) < b para todax enfa, b]. Prueba que
hay algun punte € [, b] tal que f(¢) = c.

Sugerencia. Considera el supremo del conjynte [«, b]: x < f(x)}. Fijate que no suponemos
que f sea continua.

Justifica que, dadoe R, la ecuacién log+ ¢°> = x tiene una Unica solucién, que representamos
por ¢(x). Justifica que la funcion — ¢(x), (x €R), asi definida es continua.

/1
Prueba que la funciéfi:] — 1, 1[— R definida porf(x) = In ( l—k_x) es biyectiva. Calcula
— X
f~!y comprueba que es una funcién continua.

Seaf :[0,1] — R continua verificando quef'(s) — f(t)| = |s — t| para todos,t €[0,1], y
f({0,1}) = {0, 1}. Prueba que o bien eg(x) = x paratodox [0, 1], 0 bienesf(x) =1—x
para todax €0, 1].

Sean
A={xeQ:x<00x*<2}), B={xeQ:x>0y x>=2}.
Pruebaqued A3, B #A3,Q=AU By a < b paratodosze 4, b€ B. Ademas:

a) Para cadac 4 hay alguns € 4 tal quer < s.
b) Para cada € B hay algury € B tal quet < u.
¢) No hay ningurz € Q con la propiedad de que todo nimero racional menorggsé end y
todo nimero racional mayor queesté enB.
Sean
A={xeR:x<00x><2}, B={xeR:x>0y x?>2}.
Pruebaqued # 3, B #AD,R=AU Bya < bparatodosic Ay be B. Seaz €R el extremo
superior ded. Prueba que? =2, A=] — o0, z[, B = [z, +0o9].

Seaf :[a,b] — R continua. Supongamos que para cada|a, b] hay alguny € [a, b] tal que
|/ (»)| < &1/ (x)]. Prueba quef se anula en algtin punto e b].

Seaf :[a,b] — R continua. Prueba que la funci@n: [a, b)] — R dada paratode < [a, b] por
g(x) = max f(a, x]), es continua.

Seaf :[a,b] — R continua, pongamo&/ = max f([a, b]), m = min f([a, b]) y supongamos
que f(a)= f(b)yquem < f(a) < M.Prueba qug tomatodo valor d&f (a), M[Ulm, f(a)]
en al menos dos puntos fie b].

SeareR U {400, —00}. Prueba que

lim|f (%) = 00 <= lim |f(lx)| =0

Particulariza este resultado para los casos erygesmamente toma valores positivos 0 hegativos.

1)

Seal eR U {400, —o0}. Prueba que

Iigg)f(x)=L — xgrpoof(l/x)=L (2)
x>0
Iirrz)f(x):L &= lim_f(/x)=L (3)
x<0
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40. Seaf:]0, I[— R la funcion dada para €]0, 1] por:
1
x(x—=1)
Prueba qu()ecl’_lin) f(x) =400y quexi_>ml f(x) = —oco. Deduce que la imagen dées todoR.

f@=2+

41. Calcula laimagen de la funcigft] — 1, 1[— R, definida por
fx)=x (1 —x»)"12 vx €] - 1,1[.

bl
l\)"“

42. Seaf : R — R la funcién definida porf(x) = e *Z, Vx € R*, f(0) = 0. Justifica quef’
es continua efR, estrictamente decreciente B y estrictamente creciente &i". Calcula la
imagen def".

43. Seanf, g : R — R las funciones definidas por

L Ssix #0 € ,six<0
_ 14el/x ’ . X .
S(x)= gx)y=4¢ x ,si0<x<l1

0 ,Six=0 Ix ,six=1
Estudia la continuidad d¢ y g en todo punto d® y la existencia de limites d¢ y g en+oo
y en—oo.

44. Seaf : R — R la funcién definida porf(0) = 0y f(x) = senx) sern(1/x), para todax # 0.
Estudia la continuidad d¢ y la existencia de limites efoo y en—oc.

45. Sea f :[0,1[— R una funcién continua. Definamas(x) = f(x — E(x)) para todox € R.
Prueba que la funcidg, asi definida, es continua si, y sélo s”r,nllf(x) = f(0). Supuesto que
xX—

esta condicion se cumple, y gyeno es constante, definamas R — R por /(x) = g(1/x)
six # 0,y h(0) = f(0). Justifica qué: es continua y acotada & . Calcula la imagen por de
un intervalo de la form, r[ donded < r < 1. Deduce qué no tiene limite por la izquierda ni
por la derecha ety que la imagen paok de todo intervalo es también un intervalo.

46. SeaxeRy f:RY — R lafuncién definida porf(0) =0 y:
1
f(x)=x%sen—, (x> 0).
X
Estudia la continuidad d¢ segun los valores de.
47. Supongamos que< 0 < b. Estudia el comportamiento en cero de las funciofies: R* — R
dadas para tode # 0 por :
b
f(x)=arctg— —arc tgg, g(x) =xf(x).
X X

48. Determinalaimagen de la funcigin R* — R dada para tode £ 0 por f(x) = arctglog|x]).

49. Seaf : R\ {1} — R la funcion dada para todo# 1 por
1
f(x)=arc tgi.
1—x
Estudia la continuidad d¢ y su comportamiento en el puntg en+oo y en—oo. Calcula la
imagen def'.
50. Laecuaciorux? +2x — 1 =0 dondez > —1, a # 0 tiene dos soluciones que representaremos
por A(a) y por u(a). Calcula los limites de dichas funcionesees 0y ena = —1.
51. Estudia los limites eftoo y en—oo de:
a) Una funcién polinémica.
b) Una funcién racional.
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